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RESUMEN

Los nimeros metélicos son nimeros irracionales en cuanto sus
expresiones decimales estan conformadas por cifras infinitas
que se siguen sin repetir un patrén fijo. El nimero metalico
mas celebrado es el llamado ndmero de oro o razén aurea,
el cual se encuentra frecuentemente en la naturaleza y que,
ademds, aparece muchas veces en diferentes éreas, incluyendo
las matematicas, la geometria, la fisica, la arquitectura, el arte,
entre otras. Sin embargo, junto al nimero de oro existe toda una
familia de otros nimeros metalicos menos conocidos, como la
razén de plata, de bronce, etcétera, que, al igual que la razén
aurea, pueden construirse como la razén entre los lados de un

segmento o de un rectangulo.
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ABSTRACT

Metallic numbers are irrational numbers as their decimal ex-
pressions are made up of infinite figures that follow each other
without repeating a fixed pattern. The most celebrated metallic
number is the so-called golden number, or golden ratio, which
is frequently found in nature and appears many times in dif-
ferent areas, including mathematics, geometry, physics, archi-
tecture and art, among others. However, along with the gold-
en number there is a whole family of other less known metallic
numbers, such as the silver ratio, the bronze ratio, etc., which,
like the golden ratio, can be constructed as the ratio between

the sides of a segment or a rectangle.
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Numeros metalicos, un vinculo entre matematicas y estética

Introduccion

La aparicién del nimero de oro o razén durea —también conocida como proporcién divi-
na o seccién aurea, como fue bautizada originalmente por Leonardo da Vinci (1452-1519),
en latin sectio aurea—, en la naturaleza como en muchas areas del conocimiento, no sélo ha
despertado mucho interés en este nimero a lo largo de los afos, sino que también ha sido
objeto de publicaciones en libros (Livio, 2002; Meisner, 2018) y articulos (Falbo, 2005; Fett,
2006; Kak, 2010), asi como de innumerables comentarios y resefas divulgativas en internet.

En general, el nimero de oro es denotado por la letra griega ¢ (Phi), notacidon propues-
ta en 1900 por el ingeniero eléctrico, fisico e inventor estadounidense Mark Barr, en honor al
escultor y arquitecto griego Fidias, quien disefi6 el Partenén, el famoso templo dedicado a la
diosa Atenea. Este nimero ha sido un indicador de la perfeccién, por su relaciéon con las pro-
porciones armoniosas que guardan algunos edificios, modelos estéticos y objetos cotidianos,
desde el famoso Hombre de Vitruvio dibujado por Leonardo da Vinci en 1492 hasta las tarjetas
de crédito. En su obra Elementos, Euclides lo lamé “media y extrema razén”.

El nimero de oro fue lanzado a la luz como objeto de atencidn particular por el monje
italiano Luca Pacioli en su obra De Divina Proportione, si bien ahi no se le atribuia alguna pro-
piedad estética. Como ocurre en la vida, el nUmero de oro ha tenido tanto entusiastas como
detractores. Estos ultimos lo han catalogado con frecuencia como una constante matemati-
ca marginal sin conexién con las composiciones geométricas, como bien lo expresé en una
nota periodistica el economista y matematico espafol Juan José R. Calaza (2010). Sin embar-
go, por su conexion con la estética y el arte se le considera una constante universal relacio-

nada con la perfecciény la cultura.

Los famosos nimeros de oro y plata

En particular, el nimero de oro se encuentra definido por la célebre expresiéon

p =125 =1,618033988749895. . @

Si bien mucha de la atencién brindada a este nimero desde la antigliedad se debe a la in-
fluencia de la escuela pitagoérica, en tiempos recientes se sigue descubriendo su presencia en
areas de la fisica, como la termodinamica (Huleihl, 2012; Popkov y Shipitsyn, 2000) y la relati-
vidad especial (Sigalotti y Mejias, 2006), e inclusive en otras areas, como el andlisis y la predic-
cién de los movimientos bursatiles.

En una serie de articulos, el ingeniero y fisico egipcio M. S. El Naschie introdujo la idea de
que el espacio-tiempo a pequenas escalas espaciales es fractal y cuya dimensién de Haus-
dorff es igual a 4+¢° = (1/¢)* = 4.236067977..., donde ¢ = (\/5-1)/2 = 0.618033988749895... CO-

rresponde a la dimensién de Hausdorff de un conjunto de Cantor aleatorio (El Naschie, 2005).
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Por fractal se entiende un objeto geométrico cuya estructura, la cual puede ser frag-
mentada o irregular, se repite a escalas espaciales siempre mds pequefas. Dichos obje-
tos geométricos poseen dimensiones no enteras, es decir, fraccionarias y a esas dimensio-
nes se les llama dimensiones de Hausdorff. La dimensién de Hausdorff de un conjunto de
Cantor estandar es In2/In3 = 0.630929754..., mientras que un conjunto de Cantor aleato-
rio se refiere a un subconjunto de Cantor del intervalo [0,1], construido siguiendo el méto-
do de construccién recursiva aleatoria introducido por Mauldin y Williams (1986) y cuya di-
mension de Hausdorff es .

Como se podra observar en lo que sigue, ¢ es la solucidon de una ecuacidn algebraica de
segundo grado y, por lo tanto, admite dos valores distintos: (p‘”: (1+v/5)/2 = 1.618033988... ¥

(2)

¢©? = (1-V5)/2 = - 0.618033988..., que cumplen con la propiedad ¢ = -1/¢. En efecto, la di-

mensién de Hausdorff de un conjunto de Cantor construido aleatoriamente esta dada por la

relacion ¢ = -0? = 1/¢"

. Basado en la razén 4urea, la teoria propuesta por El Naschie (2004)
predice que las masas de las particulas elementales del modelo estdndar pueden expresarse
en términos de ¢ con sorprendente exactitud.

El nimero de oro también aparece frecuentemente en la distribucién de las ramas de
un arbol o planta, de las hojas y, mas aun, de las semillas. Recordemos que una de las reve-
laciones mas notorias de este nimero en la naturaleza es la famosisima concha del nautilo
(Nautilus pompilius), que posee la forma de la espiral durea, construida a partir de una serie
de rectdngulos dureos. Se dice que un rectdngulo es dureo si la razén entre su lado mayory
su lado menor es exactamente igual a ¢.

En la serie infinita de nimeros metdlicos, el nUmero de oro es seguido por otro nimero es-
pecial, también conocido en la antigliedad y llamado nimero de plata, o simplemente razén

plateada, el cual es denotado cominmente por la letra griega 6 y definido por la expresién

5 =258 = 12 =2, 414213562373005 .. @

Si bien menos famoso que el nimero de oro, este nimero debe su notoriedad, desde
tiempos antiguos, a la relacién con la raiz cuadrada de dos y a su conexién con el octdgono
regular, en alusién a la bien conocida conexidn existente entre la razén durea (1) y el penta-
gono regular (figura 1, p. 4). Mientras el nimero de oro puede definirse también como la li-
mitante del cociente entre dos numeros consecutivos de la sucesiéon de Fibonacci (1, 1, 2, 3,
5,8, 13, 21, 34, 55...), €l nUmero de plata es la limitante del cociente entre dos nimeros con-
secutivos de la sucesion de Pell (1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408...).

Esimportante recordar que el sistema de proporciones en la antigua Roma se encontra-
ba basado en la seccion plateada y sus aproximaciones enteras. En efecto, evidencias cla-

ras del uso de la razén plateada se encontraron principalmente en las ruinas de la ciudad
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Figura1
(a) Numero de oro en el pentagono regular unitario y (b) nimero de plata

en el octagono regular unitario

_1++8 s=1+y7 =228

El pentagono regular de lados unitarios posee cinco lados diagonales iguales al nimero de oro, mientras el
octagono regular de lados unitarios posee ocho lados diagonales iguales al nimero de plata.

Fuente: elaboracién propia.

romana de Ostia, donde casas y edificios disefiados por arquitectos del siglo 11 d. C. se en-

contraban en proporcion del nimero de plata y de sus potencias sucesivas.

Familia de niimeros metalicos
La familia completa de nimeros metélicos se puede visualizar como la solucién positiva de

la ecuacién algebraica de segundo grado

X-nx—-1=0

que es de la forma
g ="2+1 2 +4 (3)

donde n=1, 2, 3,... Es facil demostrar que todos los nimeros metalicos satisfacen la bien
conocida identidad ¢_-n=1/¢p . Ademas, la serie de nimeros metalicos también puede ex-

presarse en términos de fracciones continuas puras (Rittaud, 2006), esto es:
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Figura 2
Grafico que muestra como calcular la n-ésima razén metalica a partir de la
particion de un segmento de linea

Divisiéon de un segmento de linea en n segmentos de longitud Ay un segmento de longitud B para la deriva-
cion general de las proporciones metélicas.

Fuente: elaboracién propia.

gon=[n,n,n,...]=n+n—+ i ()

El conjunto de numeros metalicos fue introducido en 1994 por la matemética argentina
Vera W. de Spinadel, quien comenté que tales nimeros aparecian con frecuencia en el dise-
Ao de las construcciones romanas (Spinadel, 1998). Para n =1, las expresiones (3) y (4) condu-
cen a la razén durea (1), mientras que n=2 corresponde a la razén plateada (2), ¢, = 6.

Observando la expresion (4), el nimero de oro es aquel que posee los cocientes parciales
mas pequenos (es decir, iguales a 1). Sin embargo, como lo explica Rittaud (2006), a éste le si-
gue la raiz cuadrada de 2, que obedece a una fraccién continua con el primer cociente igual
a1y el resto de los cocientes iguales a 2, lo cual resulta evidente del vinculo existente entre
la raiz de 2 y el nimero de plata. A los niUmeros de oro y plata les siguen otros menos pre-
ponderantes como, por ejemplo, el nimero de bronce para n = 3, el nimero de cobre para
n =4,y asi sucesivamente.

Habiendo ya descrito los dos mds importantes, la tabla 1 muestra los nimeros metélicos

que siguen hastan =o.

Desde el punto de vista de la geometria
Geométricamente, la forma mas simple para derivar las proporciones metélicas es dividir un
segmento de longitud / en n + 1 partes, es decir, n partes de longitud A y una parte de lon-

gitud B con A > B, como se muestra en la figura 2, de manera que la razén entre una de las
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Tabla1
Numeros metalicos desden=3 hastan=9
Nombre n Formula Representacion decimal
Bronce 3 (3++13(/2 3.30277563773199...
Cobre 4 (4 ++20)/2 4.23606797749979...
Niquel 5 (5++29)/2 5.19258240356725...
Aluminio 6 (6 +/40)/2 6.16227766016838...
Hierro 7 (7 ++/53)/2 7.14005494464025...
Estafio 8 (8 +/68)/2 8.12310562561766...
Plomo 9 (9 ++/85)/2 9.10977222864644...

Fuente: datos tomados de Rosetta Code (2025).

secciones de mayor longitud, A, y la de menor longitud, B, es igual a la razén entre la longi-
tud total del segmento, I = nA+B, y la longitud de la seccién de mayor longitud, A, es decir:
nd +B

A _ — B
BT a4 Nty )

Si Ay B son simples niUmeros, diremos entonces que se encuentran en proporcion me-
télica si se cumple la relacion (s). Haciendo x = A/B, es facil demostrar que la relacion (s) es
equivalente a la ecuacién algebraica x>~ nx—1= 0, cuya solucién positiva esta dada por la re-
lacién (3). Si bien los nimeros metalicos se encuentran definidos para valores enteros positi-
vOs n =1, a veces es frecuente encontrar la solucién positiva x =1 para n = o, que correspon-
de a un caso degenerado.

En algunas partes muy puntuales de la literatura se refiere a este numero como el nu-
mero de platino. Sin embargo, en matematicas se acostumbra definir el nimero de plati-
no como la solucién positiva de la ecuacién cuadratica x> —2x-2 =0, cuyo valor exacto es 1
+ /3. Los nombres de metales asignados a los nimeros mas alla del nimero de plata no si-
guen una correspondencia o regla ldgica, mas bien corresponden a asignaciones fantasio-
sas. Por ejemplo, Rajput (2021) Ilama a la secuencia de nimeros metalicos con n = 3 secuen-
cia de numeros de bronce.

En el numerador de la razén aurea, la raiz de 5 aparece acompanada de 1 de manera que
se requiere el uso de un solo cuadrado unitario, mientras las raices de 8 y de 13 en los nume-
radores de los numeros de plata y bronce estdn acompanadas de 2 y de 3, por lo que se re-

quiere la union de dos y tres cuadrados unitarios, respectivamente.
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Figuras
(a) Rectangulo aureo, (b) de plata y (c) de bronce, construidos a partir
de cuadrados unitarios
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La longitud de la base en (a) corresponde exactamente al nimero de oro,
en (b) al niUmero de platay en (c) al nUmero de bronce.

Fuente: elaboracién propia.

Existen muchas otras formas geométricas para derivar las proporciones metalicas. En-
tre las mas conocidas estdn aquellas que hacen recurso de cuadrados unitarios y rectdangu-
los. Por ejemplo, el nimero de oro puede construirse a partir de un cuadrado unitario. Ha-
ciendo centro con un compds en el punto medio de la base del cuadrado y trazando un arco
de circulo que una los dos vértices superiores del cuadrado e intercepte la prolongacién de
la base, se obtiene un rectangulo de proporcién durea, como se muestra en la figura 3(a).

Partiendo ahora de la unién de dos cuadrados unitarios para obtener un rectangulo de al-
tura 1y base igual a 2, centrando el compds en el punto medio de la base y trazando un arco
de circulo que una los dos vértices superiores del rectangulo e intercepte la prolongacién de
la base, se obtiene un rectangulo con las proporciones del nimero de plata, como se puede
apreciar de la figura 3(b). Siguiendo procedimientos similares y partiendo de la unién de tres
cuadrados unitarios, se puede llegar al numero de bronce (figura 3[c]). Para conformar el n-
ésimo numero metalico, se seguira el mismo procedimiento anterior, partiendo de la uniéon

de n cuadrados unitarios.
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Notas finales

En este articulo de caracter divulgativo se ha hecho un esfuerzo por recoger algunos aspec-
tos fundamentales de la familia de los nimeros metalicos, con el propésito de despertar el
interés del lector en este fascinante mundo de los numeros irracionales extremos y de su
incidencia en la naturaleza y en diferentes dreas del conocimiento humano. Sin embargo,
es importante mencionar que el aporte en este articulo es limitado, en la medida en que las
aplicaciones del niUmero de oro y sus familiares son tan numerosas que seria imposible con-
densar dicha informacidn en un solo articulo.

En la antigiiedad se pensaba que los elementos arquitectonicos expresaban mayor be-
lleza, equilibrio y armonia si se ajustaban a la proporcién durea. Por esta razén, el nUmero de
oro se encuentra presente en una multitud de obras de arte como, por ejemplo, esculturas
y objetos varios. Hoy en dia esta forma de percepcién de la belleza y la armonia sigue intac-
ta, con el aliciente de que las proporciones metalicas siguen apareciendo en diferentes areas

de la cienciay la ingenieria.
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