


PASIONES DE LA UTOPIA

Wittgenstein y la filosofia de la matematica

+ Silvio Pinto

l interés del fildésofo vienés Ludwig Wittgenstein (1889-1951) por la

naturaleza y los fundamentos de la matematica fue muy temprano

en él y se extendio a lo largo de toda su vida. Wittgenstein habia
estudiado ingenieria en una escuela técnica de Berlin y realizé una estancia
de investigacion en Manchester en 1908. Ahi se intereso por la aeronautica y

mas especificamente por el disefio de hélices. El estudio de la forma de las

hélices requeria un tratamiento matematico complicado y pudo haber sido

esto lo que le llevo a profundizar sobre las teorias matematicas relevantes

para su proyecto en aeronautica y a preguntarse acerca de los propios

fundamentos de estas teorias.

A finales del siglo XVIII e inicios del XIX, y coin-
cidentemente con el movimiento de rigorizacion
de la matematica, se podia notar una tendencia
reduccionista en algunos matematicos para encon-
trar la teoria mas basica a partir de la cual toda la
matematica podria ser generada. Un ejemplo de
tal tendencia en los siglos XVI y XVII fue el des-
cubrimiento de la geometria cartesiana. Con esta
nueva teoria es posible representar cualquier figu-
ra geomeétrica en términos de conjuntos de n-uplas
ordenadas de nimeros reales. Como resultado del
movimiento reduccionista, la aritmética fue toma-
da como el fundamento de toda la matematica. Pe-
ro los matematicos con inclinaciones filosoficas no

quedaron satisfechos con esto; era necesario en-

contrar una teoria mas fundamental sobre la cual
pudiera descansar la aritmética.

Debemos al filésofo y matematico aleman
Gottlob Frege (1848-1925) el primer gran inten-
to de buscar un fundamento mas sélido para la
aritmética de los numeros naturales. Segln Frege,
tal fundamento sélo podria ser algo tan general y
tan seguro como la logica. El programa logicista
fregeano involucraba dos tesis: 1) los conceptos ba-
sicos de la aritmética (el cero, el nimero natural y
el sucesor) deben ser definidos en términos de con-
ceptos estrictamente logicos; 2) las verdades mas
basicas de la aritmética (los axiomas de Peano),
deben poder ser demostrados a partir de verdades

puramente logicas y definiciones. El logicismo de
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Frege da sus primeros pasos con la publicacion, en
el aho de 1879, de la Conceptografia,' y alcanza su
madurez entre 1893 y 1903 con la publicacion de
los dos primeros volumenes de las Leyes Bdsicas de
la Aritmética.? Ironicamente, la consecucion del
logicismo fregeano coincide con el descubrimiento,
por el filosofo inglés Bertrand Russell (1872-1970),
de la contradiccion que vino a fulminar el programa
fundacionista fregeano: la contradiccion de la clase
de todas las clases que no se pertenecen a si mismas.

Un ejemplo de una clase que se pertenece a si
misma es la clase de todas las clases. Normalmente
una clase no es un elemento de si misma: la clase
de los planetas del sistema solar no es un planeta;
por lo tanto, no se pertenece a si misma. La con-
tradiccion esta en que si suponemos que la clase de
todas las clases que no se pertenecen a si mismas
se pertenece a si misma, entonces estamos obliga-
dos a concluir que ella no se pertenece a si misma,
ya que si pertenece a si misma entonces tiene que
satisfacer a la propiedad de no pertenecerse a si
misma. Por otro lado, si suponemos que tal clase
no se pertenece a si misma, entonces estamos for-
zados a concluir que ella si pertenece a si misma,
una vez que por no pertenecerse a si misma debe
ser un miembro de la clase de todas las clases que
no se pertenecen a si mismas y, por lo tanto, un

miembro de si misma.

La contradiccion de Russell llevo a Frege a de-
sistir del programa logicista pero tuvo un efecto
opuesto sobre el mismo Russell. La contradiccion
se deriva de la famosa ley V del sistema de las Le-
yes Bdsicas, la cual afirma que cualquier propiedad
determina una clase. Por ejemplo, la propiedad de
no pertenecerse a si mismo determina una clase,
la constituida por todas las cosas que no se perte-
necen a si mismas. Si esta clase existe, entonces
tiene sentido preguntar si satisface la propiedad
que la define.

Russell se dedico a la tarea de reconstruir el pro-
grama logicista de manera consistente. Para evitar
la contradiccion que lleva su nombre, se hizo nece-
sario, segln él, proponer una teoria de los tipos de
cosas. Hay objetos que son cosas del primer tipo;
hay clases de objetos del primer tipo las cuales son
cosas del segundo tipo; hay clases de objetos del
segundo tipo las cuales son cosas del tercer tipo,
etcétera. Esta tipologia impide la aplicacion de la
relacion de pertenencia a cosas del mismo tipo.
La propiedad de pertenecerse a si mismo es un sin-
sentido, de acuerdo con la teoria de tipos, pero
también lo es la negacion de esta propiedad. Por lo
tanto, ninguna de ellas determina una clase.

El logicismo russelliano no satisfizo en absolu-
to a Wittgenstein. Russell habia publicado en 1910

el primer volumen de los monumentales Principia

' Gottlob Frege, “Begriffschrift, a formula language modelled upon that of arithmetic, for pure thought”, en Jean van
Heijenoort (comp.), From Frege to Gddel. A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931, Harvard University Press,
Cambridge, 1967, y Conceptografia. Los Fundamentos de la Aritmética. Otros estudios filosoficos, UNAM (IIF), México,

1972.

2 Gottlob Frege, Grundgesetze der Arithmetik, Georg Olms Verlag, Hildesheim, 1893-1903.
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Mathematica,’® obra que fue duramente criticada
por Wittgenstein, para quien algunos de los axio-
mas de la logica utilizada por Russell para fundar
toda la matematica simplemente no poseian la ca-
racteristica de una proposicion de la logica: la de
ser una tautologia. Este era el caso del axioma de
infinitud que afirma la existencia de infinitos obje-
tos. Russell necesitaba este axioma para garantizar
la existencia de toda la secuencia de nimeros na-
turales, ya que en su sistema los niUmeros son defi-
nidos como clases de clases de objetos. El nUmero
3, por ejemplo, es definido como la clase de todas
las ternas de objetos. Si el nUmero de objetos fuera
finito, entonces no habria manera de generar den-
tro de la concepcion russelliana el conjunto infinito
de los nUmeros naturales. Imaginese que el mundo
poseyera 10 objetos; todos los nimeros a partir del
11 serian idénticos entre si o no existirian.

Para Wittgenstein, sin embargo, las proposi-
ciones de la logica no pueden hacer afirmaciones
sobre el mundo en que vivimos; la ldgica tiene que
ser compatible con todos los mundos posibles. La
caracteristica de las proposiciones de la logica no
es, como pensaban Frege y Russell, su generalidad
(el hecho de que hablen de la totalidad de las co-
sas) sino mas bien, segin el autor del Tractatus
Logico-Philosophicus,” su no decir nada, la ausencia
de contenido informacional sobre cualquier mundo

en particular. Una proposicion como “llueve o no
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llueve” es una proposicion de la logica a pesar de
no ser general. Las proposiciones de la logica son,
segun la doctrina del Tractatus, tautologias.

Russell le habia encargado a Wittgenstein re-
escribir los Principia, pero éste habia encontrado
tantos errores que decidié escribir su propio libro.
Este fue el Tractatus Logico-Philosophicus, conclui-
do mientras Wittgenstein luchaba por el Imperio
Austrohlngaro en la primera guerra mundial. Las
divergencias entre este libro y los Principia con re-
lacion a la naturaleza de la logica y la matematica
son enormes. Quiza la mas importante es que, en
el Tractatus, ni la logica ni la matematica hacen
afirmaciones sobre la realidad. En oposicion a Fre-
ge vy a Russell, Wittgenstein sostenia que no hay
objetos logicos ni matematicos, y esto fue algo que
mantuvo durante toda su obra. La otra divergencia
fundamental entre el autor del Tractatus y Russell
es que, tanto la logica como la aritmética, dejan
de ser para el primero dos sistemas de los enuncia-
dos mas generales sobre el mundo en que vivimos.
En el Tractatus, logica y matematica constituyen
reglas de sintaxis del lenguaje.

Asi, una tautologia como el principio de doble
negacion es, en verdad, una regla de transfor-
macion de simbolos en otros simbolos expresada
como una proposicion. De esta forma, lo que es-
taria diciendo es que, de un simbolo proposicio-

nal negado dos veces, se puede inferir el simbolo

3 Alfred Whitehead y Bertrand Russell, Principia Mathematica, Cambridge University Press, Cambridge, 1910-1913.
4 Ludwig Wittgenstein, Tractatus Logico-Philosophicus, Routledge, London, 1922.
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proposicional sin las dos negaciones. Tal regla esta-
ria explorando las propiedades semanticas del sim-
bolo de negacion (la propiedad de invertir el senti-
do o las condiciones de verdad del simbolo proposi-
cional al cual se aplica). La concepcion tractariana
sobre las conectivas logicas es que su significado
no reside en su referirse a algo sino que denotan
operaciones de verdad sobre simbolos proposicio-
nales. Por ejemplo, la conjuncion opera sobre dos
simbolos proposicionales, “p” y “q”, produciendo
un simbolo proposicional cuyas condiciones de ver-
dad dependen de las condiciones de verdad de “p”
y “q” de la siguiente manera: “p y q” es verdadera
cuando “p” es verdadera y “q” es verdadera, y es

falsa en todos los demas casos. Este tipo de depen-

s} =il

Py q
y el valor de verdad de simbolos proposicionales

dencia entre los valores de verdad de

complejos vale para todas las otras conectivas 6-
gicas proposicionales. Estas conectivas denotan re-
glas para la formacion de simbolos proposicionales
mas complejos a partir de simbolos proposicionales
menos complejos.

Analogamente, una ecuacion numérica como
2 + 2 = 4 corresponderia a una regla para la susti-
tucion del simbolo “2 + 2” por el simbolo “4” en
cualquier otro simbolo proposicional en que el pri-
mero apareciera. En este sentido, las ecuaciones
también serian reglas de inferencia.> Los simbolos

para numeros (el “2”, el “4”, el “2 + 2”, entre

5 Ibid.
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otros), que Frege habia tomado como nombres
propios (simbolos que se refieren a los nimeros),
son considerados en el Tractatus como contado-
res de las reiteraciones de las aplicaciones de una
operacion.

Como dice Wittgenstein, las operaciones son
transformaciones de simbolos proposicionales en
otros simbolos proposicionales. La negacion y todas
las otras conectivas proposicionales son quiza los
ejemplos mas comunes de operaciones. Es esencial
a las operaciones tractarianas que ellas se pueden
aplicar al resultado de la aplicacion anterior de la
primera operacion o de otras operaciones aplicadas
a un grupo de simbolos proposicionales. Suponga-
mos entonces que a un simbolo proposicional “p” al
cual le habiamos aplicado la negacion, le aplicamos
la negacion una vez mas. Podemos expresar esto
de la siguiente manera: ~(-p). Esto es equivalente
en la notacion del Tractatus a -?p. De ahi la tesis
de que los nUmeros son exponentes de operaciones.
Todos los operadores sobre los nimeros naturales,
tales como el sucesor, la suma, la multiplicacion,
la exponenciacion, entre otros, tendrian que ser
interpretados como operadores sobre los exponen-
tes de operaciones sobre proposiciones. Y de hecho
toda la aritmética de las ecuaciones e inecuaciones
numeéricas, con todas las propiedades de la suma,
la multiplicacion, la exponenciacion, se aplica a los

exponentes de las operaciones tractarianas.



El problema de la concepcion tractariana de
la matematica es que parece demasiado estre-
cha. Aunque el problema filosofico acerca de la
naturaleza de la matematica fuera simplemente
dar cuenta de la aritmética, se podria decir que el
Tractatus no lo ha logrado. Lo que llamamos arit-
mética de primer orden con identidad esta lleno de
proposiciones cuantificadas como, por ejemplo, las
proposiciones “hay infinitos nimeros primos” (la
proposicion de Euclides) o “no hay ternas (X, Y, z)
de ndmeros naturales que satisfagan a la ecuacion
X" + y" = z" para n mayor que 2” (el Ultimo teorema
de Fermat).

Wittgenstein tenia una razén para excluir de
la aritmética tractariana proposiciones cuya cuan-
tificacion fuera de tipo ilimitado; él creia que la
generalidad propia de las proposiciones aritméti-
cas es la que se relaciona con la nocion de la rei-
teracion indefinida de una operacion, es decir, la
generalidad que se asocia a la recursividad. Pero
de todas maneras, uno querria incluir también es-
tas proposiciones generales, como las arriba men-
cionadas, cuya generalidad no se reduce a aque-
lla de la aritmética recursiva (la aritmética de las
ecuaciones numéricas, sus funciones de verdad
proposicionales y las proposiciones con cuantifica-
dores limitados, es decir, cuantificaciones que son
equivalentes a una conjuncion o disyuncion finita
de proposiciones). Ademas, si uno no es un reduc-

cionista en matematica, puede querer dar cuenta
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de la naturaleza de las proposiciones matematicas
que no pertenecen a la aritmética.

Wittgenstein llega a una concepcion menos es-
trecha sobre la matematica en su etapa interme-
dia, a saber, en sus escritos que van desde 1929,
cuando regresa a Cambridge, hasta mas o menos
1934, cuando empieza a preparar el material pa-
ra las Investigaciones Filosdficas.® En esta etapa
conserva la idea tractariana de que las proposi-
ciones matematicas son reglas de la sintaxis del
lenguaje. Lo que si cambia es la tesis de que hay
un Unico sistema de reglas gramaticales que mues-
tran la forma comln del lenguaje y del mundo. De
acuerdo con el Wittgenstein de esta etapa, hay
varios sistemas autonomos de reglas gramaticales:
la logica, la aritmética, la geometria euclideana, la
gramatica de los colores, entre otros. Esto implica
un claro rechazo al reduccionismo matematico del
Tractatus y a su respectiva tesis de que lo estric-
tamente matematico se limita al conjunto de las
ecuaciones numéricas.

Otro cambio interesante del Wittgenstein de
esta etapa, y que también tiene que ver con una
concepcién mas “liberal”, se refiere al contenido
de las proposiciones matematicas. Para el autor
del Tractatus, la nocion de prueba en ldgica o en
matematica no tiene importancia, ya que todas
las proposiciones logicas y matematicas estan en
el mismo nivel; no hay unas proposiciones mas

basicas (los axiomas) que otras que se deriven de

¢ Ludwig Wittgenstein, Philosophical Investigations, Basil Blackwell, Oxford, 1953.
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ellas por medio de reglas de inferencia. En los ca-
sos de las tautologias y ecuaciones complicadas,
Wittgenstein creia, en el Tractatus, que para todos
los casos habia procedimientos mecanicos para re-
conocerlas. Con la tesis de los sistemas autonomos
de reglas gramaticales, la nocion de prueba pasa a
desempenar un papel central para Wittgenstein co-
mo aquello que da el contenido de una proposicion
matematica: su significado se identifica con una
prueba de ella o, por lo menos, con la existencia
de un método para encontrar alguna prueba. Esta
tesis aproxima el verificacionismo de la etapa in-
termedia de Wittgenstein a la tesis segln la cual el
contenido de cualquier proposicion esta dado por
su método de verificacion; en el caso de la mate-
matica, la verificacion se traduce en términos de
una prueba de la proposicion en cuestion.

La concepcion de la etapa intermedia sobre el
contenido de las proposiciones matematicas per-
mite incluir dentro de la aritmética mas proposi-
ciones que las ecuaciones numeéricas; se incluyen
ahi todas las proposiciones para las cuales hay un
método mecanico para decidir sobre su correccion
o incorreccion, ademas de las proposiciones inde-
cidibles’ para las cuales hay una prueba; por ejem-
plo, el Ultimo teorema de Fermat. Sin embargo, tal
concepcion es todavia insatisfactoria en la medida

en que excluye de la matematica todas aquellas

proposiciones indecidibles para las cuales no tene-
mos una prueba, como las conjeturas matematicas.
Un ejemplo de éstas es la conjetura de Goldbach,
que afirma que todo nimero natural par es la suma
de dos nimeros primos.

Una concepcion mas satisfactoria de la mate-
matica fue alcanzada por Wittgenstein Unicamente
hasta su etapa de madurez, es decir, a partir de
1934. La tesis tractariana de que las proposicio-
nes matematicas son reglas de sintaxis del lengua-
je se conserva aun en esta etapa, cuando cobra
mas importancia la idea de que la matematica es
una actividad gobernada por reglas que se expre-
san por medio de proposiciones. Esto significa que
las reglas matematicas ya no son vistas meramente
como instrucciones para la manipulacion de sim-
bolos, como ocurria en el Tractatus sino mas bien
como la forma de establecer una conexion entre
ciertos simbolos y determinadas acciones. Las re-
glas matematicas corresponden a ciertas practicas
—por ejemplo, la practica de calcular— que tienen
un papel fundamental en el conjunto de nuestras
actividades. Lo que constituye a una proposicion
como matematica en la etapa de madurez de Witt-
genstein deja de ser en primer término su prueba
o la posibilidad de encontrar alguna; asi, una pro-
posicion es matematica, por una parte, en tanto

su aplicacion o su uso corresponde a ciertas prac-

7 Una proposicion indecidible es aquella para la cual no hay un algoritmo que nos permita determinar su valor de
verdad en un nimero finito de pasos. Por ejemplo, todas las proposiciones aritméticas que contienen cuantificadores

ilimitados son indecidibles en este sentido.
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ticas, como la antes mencionada, y por otra, en
la medida en que funciona como una regla para la
evaluacion de estas practicas.

Por ejemplo, la ecuacion numérica 25 x 25 = 625
nos podria servir para juzgar si al empacar objetos
en cajas de exactamente 25 objetos cada una, no
nos falta ni nos sobra ninglin objeto. Similarmente,
la proposicion “la suma de los cuadrados de las di-
mensiones de los catetos de un triangulo plano rec-
tangulo es igual al cuadrado de la dimension de su
hipotenusa” podria ser utilizada para decidir si un
determinado triangulo es plano o no. Es esencial a
la proposicion matematica el ejemplificar una nor-
ma que gobierna determinadas actividades que,
por falta de un término mas general, denominamos
como “técnicas de calcular”.

Esta nueva concepcion del contenido de las
proposiciones matematicas implica una disminu-
cién en la importancia de la nocion de prueba.
Hay que recordar que en el periodo intermedio de
Wittgenstein la prueba consistia en la cadena que
liga la proposicion matematica con su respectivo

sistema. La conexion entre proposicion y calculo
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se da en la concepcion de la etapa de madurez no
solamente a través de su respectiva prueba sino
también por medio de los términos constituyentes
de la proposicion que, de acuerdo con lo que he-
mos visto, también expresan reglas matematicas.
Esto es importante porque permite incluir también
conjeturas dentro del dominio matematico. Asi,
la conjetura de Goldbach es una proposicion mate-
matica, ya que todos sus conceptos constituyentes
corresponden a reglas logicas o matematicas (los
conceptos de “numero par” o “nimero primo”, por
ejemplo) a pesar de que no hay una prueba de ella.

Estas son algunas de las ideas de Wittgenstein
sobre la naturaleza de la matematica. Se tuvo
que dejar de lado varios aspectos importantes de
su concepcion como, por ejemplo, las cuestiones
de la objetividad matematica, su caracter a priori
y la relacion entre la matematica y su aplicacion.
Sin embargo, es importante subrayar la tesis, que
Wittgenstein defendié durante toda su vida, de
que la matematica no habla de objetos sino que
nos ofrece parte de las reglas que nos permiten

hablar con sentido de la realidad.
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